Ndacvik na Ndboj 2018 (4)

1.

Urci soucet vSech dvoucifernych ¢isel, ktera jsou trojnasobkem svého ciferného soucinu.

Re$eni- 15 + 24 = 309.

Najdi nejvétsi prirozené Cislo, které nelze napsat jako soucet druhych mocnin alespon dvou
prirozenych cisel (ne nutné rtiznych) vétsich nez 1. Napriklad ¢islo 22 je moZné takto zapsat
(22 = 22 + 3% + 32), ¢&islo 23 ale vyjadrit nelze.

Res$eni: 23.

Usecka spojujici vrchol A étverce ABCD se stiedem strany BC méfi 5 cm. Uréi délku ahlopiicky
¢tverce ABCD.

Reseni: Oznac¢ime-li délku strany ¢tverce ABCD jako a, tise¢ka spojujici vrchol A ¢tverce ABCD

2
se stifedem strany BC méri ’az + (% a) = zaz = \/—g = 5cm. Odtud a = % = 2+/5 cm.
Uhlopfticka étverce ABCD ma tedy délku u = /2 - 2v/5 = 2v/10.

Pro ptirozena Cisla a a b plati: a + b = 2 018, a < b. Pritom pfri sc¢itani ¢isel a a b nedochazi

k prechodu pres desitku (pokud by byla ¢isla zapsana pod sebou, se¢tou se primo jednotky

s jednotkami, desitky s desitkami a tak dale, aniz by dochazelo k prevodu jednicky do vyssiho
Fadu). Kolik takovych dvojic [a; b] celkem existuje?

Resenti: Pro ¢&islo 2 018 existuje 26 moZnych dvojic (9 moZnosti pro b < 2000 a 17 moZnosti
pro b > 2000).

Urdci velikost uhlu, ktery opiSe mala hodinova rucicka za 2 018 minut.

Reseni: 2 018 % .30° = 1 009°,

Cislo x = 15a je nejmensi ndsobek patnacti zapsany pomoci nul a osmicek. Ur¢i ¢islo a.

Resent: Cislo x musi byt délitelné tiemi i péti, proto bude zapsano pomoci tf osmicek a nuly:
8 880. Proto a =8880: 15 = 592.



7. Do cisla 2*0*1*8 je treba za hvézdicky (*) doplnit Cislice tak, aby vzniklo sedmiciferné cislo

10.

11.

délitelné cislem 72. Kolik ¢isel dané vlastnosti lze vytvorit?

Resenti: Posledni troj¢isli bude 128 nebo 168. K doplnéni ciferného souétu na nasobek deviti
mame pro trojcisli 128 nasledujici moznosti: 0 +5,1+4,2+ 3,3+ 2,4+ 1,5+ 0 (ciferny
soucet 18)a5+9,6+8,7+7,8+ 6,9 + 5 (ciferny soucet 27). Pro trojcisli 168 existuji
moznosti 0 +1, 1 +0 (ciferny soucet 18)a1+9,2+8,3+7,4+6,5+5,6+4,7+3,8+2,9+1
(ciferny soucet 27). Celkem mame 22 moZnosti, jak poZadované ¢islo vytvorit.

. Mame dvojciferné ¢islo x a Cislo y, které vzniklo z ¢isla x prohozenim jeho cifer (¢islo x neni

nasobkem deseti). Urci nejvétsi Cislo x, pro které je x — y druhou mocninou prirozeného ¢isla.

Reseni: Piseme-li ¢islo x ve tvarux = 10a + b (a > 0, b > 0), pakje y = 10b + a.

Rozdilx -y =10a + b - (10b + a) =9(a - b). Ma-li byt 9(a - b) druhou mocninou prirozeného
Cisla, musi byt i vyraz (a - b) také druhou mocninou ptirozeného cisla (9 = 3%). ProtoZzea > b a
my hleddme nejvétsi mozné Cislo x, pripada v ivahu pouze a = 9, b = 8. Dostavame tedy x = 98.

. Je dana rostouci posloupnost prirozenych ¢isel 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11,... obsahujici vSechna

prirozena cisla kromé druhych a tretich mocnin. (Chybfi tedy ¢isla 1, 4, 9, 16 atd. a také ¢isla 8,
27,...) Které cCislo bude na 2 018. misté této posloupnosti?

Reseni: Vzhledem k fidkému zastoupeni druhych a tfetich mocnin mezi pfirozenymi ¢isly
hledejme nejbliz$i vy$si druhou a tfeti mocninu k &islu 2 018: 452 = 2 025 a 133 = 2 197.
Pritom 1 = 12 = 13,64 = 25 = 82 = 43,729 = 3% = 272 = 93, K ¢&islu 2 025 mame tedy 45
druhych mocnin a 12 tfetich mocnin, z nichZ se tfi rovnaji. Na 2 018. misté nasi posloupnosti
pak bude ¢islo 2 018 + 45 +9 = 2 072.

Stény Klarina konvexniho mnohosténu tvori 12 ¢tvercd, 8 pravidelnych
Sestithelniki a 6 pravidelnych osmithelniki. V kazdém vrcholu mnohosténu
se setkavaji ¢tverec, Sestithelnik i osmithelnik (viz obrazek). Kolik
télesovych uhlopri¢ek ma Klarin mnohostén?

Reseni: Protoze ma Klatin mnohostén 48 vrchold, ma (428) = 1 128 usecek spojujicich jeho
vrcholy. Mezi nimi je 48 + 26 — 2 = 72 hran (podle Eulerovy véty pro konvexni mnohostény
je totizv + s — 2 = h). Dale je treba odecist sténové uhlopricky: 12-2+8-9 + 6 - 20 = 216.
Klarin mnohostén ma 1 128 — 72 — 216 = 840 télesovych dhlopricek.

Kolik ¢tyrcifernych ¢isel mensich nez 2 018 je zapsano pomoci ¢tyt riiznych ¢islic?

Resenti: Cisel s dvojkou v Fadu tisicti je pouze pét. Cisel s jedni¢kou v Fadu tisicti je celkem
9 -8 -7 =504. Vyhovuje tedy 509 cisel.



12. Jaky je nejvétsi dvouciferny prvociselny délitel cisla (igg)?

200\ _ 200!
100/~ 100!- 100!

se p vyskytuje ve jmenovateli dvakrat. Proto potifebujeme, aby se p objevilo jako délitel
v Citateli trikrat, je tedy 3p < 200. Nejvétsi takové prvocislo je 61, coZ je reSeni nasi ulohy.

Reseni: Upravou kombinaéniho ¢isla dostaneme ( . Pokud je 10 < p <100, potom

13. Vypotitej: (V5 + V6 +V7)(—V5 + V6 +V7) (V5 = V6 + V7) (V5 + V6 — V7).

Resent: (V5 +v6 +V7)(—V5 + V6 + V7)(V5 = V6 + V7)(V5 + V6 —V7) =
= [V +v7)" — (V8) ] [(V5)" ~ (V6 —v7)'] = (8 + 2V42)(2V4Z - 8) = 168 — 64 = 104

14. Primeér kruZnice AB je dvojciferné prirozené cislo. Tétiva CD kolma na AB je dvojciferné
prirozené zapsané stejnymi Cislicemi ale v opacném poradi. Vzdalenost =
jejich priseciku H od stiedu O kruznice vyjadiuje kladné raciondlni ¢islo.
Urci primér kruZznice.

10x +y

Reseni: Necht' |AB| = 10x +y a |CD| = 10y + x. Potom |CO| = >

ICH| = 10y + x

T Podle Pythagorovy véty dostaneme L

01 = J(252) - (222)" = P11 -y ) -

S\/ll - (x —y)(x + y). Protoze |HO|je kladné racionalni ¢islo, musi byt odmocnina také

racionalni ¢islo. Proto je bud (x — y) = 11 nebo (x + y) = 11. Platit miiZe pouze druha
moznost a nebot’ (x — y) musi byt druhou mocninou pfirozeného ¢isla, dostaneme dvojici
x = 6ay = 5.Kruznice ma tedy prlimér 65.

15. Pro ¢leny posloupnosti prirozenych cisel a,, plati nasledujici pravidla:
a) a, = 13, je-li n délitelné soucasné ¢isly 7 a 11 a zarovei neni délitelné 13;
b) a,, = 11, je-li n délitelné soucasné ¢isly 7 a 13 a zaroven neni délitelné 11;
c) a, = 7, je-li n délitelné soucasné ¢isly 11 a 13 a zaroven neni délitelné 7;
d) ve vSech ostatnich pripadech je a,, = 1.
Jaky je soucet prvnich 2 018 ¢lent této posloupnosti?

Resent: Cisel, ktera jsou sou¢asné nasobky 7 a 11, je mezi prvnimi 2 018 ¢&isly celkem 26, z nich
ale dvé (1 001 a 2 002) jsou nasobky 13. Nasobkii 7 a 13 je celkem 22, opét ale musime
vyradit ¢isla 1 001 a 2 002. Nasobki 11 a 13 je celkem 14, i z nich stejna dvé cisla vyradime.
Soucet prvnich 2 018 ¢lent posloupnosti tak bude 24 - 13 +20-11+12-7 + 1962 =2 578.



