Nacvik na Naboj 2018 (5)

1. Najdi nejmensi prvocislo, které je patym clenem aritmetické posloupnosti takové, Ze i vSechny
Ctyri predchazejici Cleny jsou také prvocisla?

Resenti: Prvni ¢len posloupnosti nemiize byt nasobkem 2 (resp. 3 ani ¢tyt), protoZe by pak jeden
z dalSich ¢lent byl délitelny dvéma (resp. tfemi nebo ¢tyimi). Staci zvolitai =5,d =6 a
dostaneme posloupnost 5, 11, 17, 23, 29.

Uvnitr trojuhelniku ABC byl zvolen bod, kterym byly
sestrojeny useCky rovnobézné se stranami (viz obrazek).
Tti malé trojuhelniky t1, tz a t3, které takto vznikly, maji / /,:5

obsahy 4 cm?, 9 cm?2 a 49 cm?. Urci obsah AABC.

B C
Reseni: Vsechny trojihelniky (t1, tz, t3 i AABC) jsou podobné podle véty uu. Viimnéme si, ze

délka kazdé strany AABC je rovna souctu délek tfi rovnobéznych stran menSich trojuhelnikd.
Délky téchto jejich stran mliZeme oznacit jako 2x, 3x a 7x. Obsah AABC je 12%2 = 144 cm?2.

Kazda cislice je vétsi nez soucet ¢islic napravo od ni. Najdi nejvétsi péticiferné ¢isla s touto
vlastnosti.

ReSeni: 95 210.

Ve Ctyrsténu ABCD hrana AB méri 3 cm. Sténa ABC ma
obsah 15 cm?, sténa ABD obsah 12 cm? a thel mezi témito
sténami je 30°. Jaky objem ma Ctytrstén ABCD?

Reseni: Z obsahu stény ABD snadno uréime vy$ku na
stranu AB, vap = 8 cm. Ddale vypocteme vysku jehlanu
(vzhledem ke sténé ABC) v4pc = 8 - sin 30° = 4 cm.

Objem ctytsténu ABCD je % 15-4 = 20 cm3.

Alice nechce v kiné sedét vedle Bary a vedle Cyrila. David nechce sedét vedle Emila. Listky
pritom maji na 5 sousednich sedadel do jedné rady. Kolika pro vSechny ptijatelnymi zplisoby si
mohou sednout?

Reseni: 16 (Alice je na kraji) + 12 (Alice neni na kraji) = 28.
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Najdi nejvétsi prirozené Cislo s nasledujici vlastnosti: Kazda dvojice sousednich ¢islic (brano
zleva doprava) vytvari Cislo, které je druhou mocninou prirozeného cisla.

ReSeni: Dvouciferna &isla, ktera jsou druhou mocninou: 16, 25, 36, 49, 64, 81. Nabizeji se
nasledujici ¢isla: 1 649, 25, 3 649, 49, 649 a 81 649. Posledni z nich je feSenim tlohy.



7. Jaké nejvétsi prirozené Cislo nelze vyjadrit jako soucet tretich mocnin prirozenych ¢isel vétsich

10.

nez 1?

Resent: Je ziejmé, ze kazdy nasobek ¢&isla 8 Ize vyjadrit jako soucet tfetich mocnin (23 + 23 ...).
Déale 33 = 27 = 8 - 3 + 3 a tedy vSechna dalsi ¢isla ve tvaru 8a + 3 lze rozepsat jako soucet
tfetich mocnin. ProtoZe 33 + 33 = 54 = 8 - 6 + 6, i vSechna dalsi ¢isla ve tvaru 8a + 6 jiZ Ize
vyjadrit. Nebot 33 +33+33=81=8-10+1a33+3%+33+3%3=108 =813 + 4, umime
zapsat také vSechna dal$i ¢isla ve tvaru 8a + 1 a 8a + 4. Déleje 5% = 125 =815+ 5,amy
tedy dokaZeme rozepsat jako soucet tretich mocnin také kazdé dalsi ¢islo ve tvaru 8a + 5.
ProtoZe 53 + 53 = 250 = 8 - 31 + 2, mdme moZnost rozepsat jakou soucet tiretich mocnin i
kazdé dalsi ¢islo ve tvaru 8a + 2. Tuto moZnost ale mame i pro mensi ¢isla pocinaje

33 +334+33+334+3343°=162=8-20+2.

Zbyva prozkoumat cisla ve tvaru 8a + 7. Nejmensi takové Cislo, které 1ze vyjadrit jako soucet
tretich mocnin ptirozenych &isel vétsich neZ 1 je &islo 135 = 33 + 33 + 33 + 33 + 33, Hledané
Cislo je tedy nejvyssim v mnozZiné {73, 154, 19, 100, 117, 46, 127}, jedna se tedy o ¢islo 154.

. Z 2 018 studenti matematicko-fyzikalni fakulty jich matematiku studuje 80-85 %, fyziku jich

studuje 30-40%, néktefi studuji oba obory. Necht N je nejvétsi mozny pocet studentii
studujicich oba obory a n je jejich nejmensi moZny pocet. Urci rozdil N - n.

Reseni: Studentd matematiky mje: 0,8-2018 =16144 <m <0,85-2018 = 1715,3.
Studenti fyziky fje: 0,3-2018 = 6054 < f <0,4-2018 = 807,2.

Jetedy 1615 <m < 1715a606 < f < 807.

Hodnotu N dostaneme prom =1715a f =807.N =1715+ 807 — 2 018 = 504.

Pro ur€eni n uvazujeme m = 1 615a f = 606, jetedyn = 1 615 + 606 — 2 018 = 203. Rozdil
N —n =504 - 203 = 301.

Ur¢i Cislo x, jehoZ druha odmocnina je o 18 vétsi neZ jeho treti odmocnina.

ReSeni: x = 729.

Do kruZznice byl vepsan ¢tverec ABCD. Mensi ¢tverec EFGH ma vrcholy E a F na strané BC a
vrcholy G a H na kruZnici. Urc¢i pomeér mezi obsahem ¢tverce ABCD a obsahem ctverce EFGH?

Reseni: Ozna¢me délku strany ¢tverce ABCD jako 2a a délku
strany ¢tverce EFGH jako 2b. Potom plati pro strany ¢arkovaného
trojuhelniku: (a + 2b)? + b? = 2a? = a = 5b. Pomér mezi
obsahem ¢tverce ABCD a obsahem c¢tverce EFGH je 25 : 1. = L

B




11. ZapiSeme-li Cisla 1 az 2 018 ve hexadecimalni (Sestnactkové) soustavé, obsahuji néktera z nich
nulu. Urci pocet téchto Cisel.

Reseni: 2018 =7 - 162 + 14 - 16 + 2. Nula jako prvni ¢&islice zprava se vyskytuje u véech nasobkii
16 (téch je celkem 126). Nula jako prostredni Cislice trojcifernych ¢isel, u nichZ neni nula zcela
vpravo, se se vyskytuje u ¢isel ve tvarua - 162+ 0 - 16 + b. Pro kazdé a (a je 1 aZ 7) nabyva
proménnd b vzdy 15 riiznych hodnot (1 az F). Mame tedy 126 + 7 - 15 = 231 Cisel.

12. V kruznici k(0; v50) cm jsou sestrojeny usecky AB (délka 6 cm) a BC
(délka 2 cm) tak, Ze body A a C lezi na kruZnici a |XABC|= 90°. Jaky
obsah ma ctverec o strané OB?

Reseni: Ozna¢me |OE| = |BD| = x,|0D| = y a hledejme x? + y?2.
Pomoci Pythagorovy véty dostaneme c

a) v trojuhelniku ODA: (\/%)2 =(6-x)*+y%
b) v trojuhelniku OEC: (@)2 =x%+ (y +2)2

Re$enim této soustavy jsou dvojice x = 1,y = 5ax = 5,y = —7. Smysl ma pouze prvni z nich a
obsah ¢tverce nad stranou OB je 12 + 5% = 26 cm?2,

13. Jitka ma 30 rtzné dlouhych Spejli, jejichz délky v centimetrech jsou cela ¢isla od 1 do 30. Kamila
z nich dala stranou Spejle dlouhé 3 cm, 7 cm a 15 cm. Kolik riiznych moZnosti ma nyni Jitka,
chce-li ze zbyvajicich Spejli vybrat ¢tvrtou tak, aby ze vSech ¢tyt pak mohla vytvorit
ctyirihelnik?

Reseni: 17 moznosti
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