Nacvik na naboj - zavérecny

Zaci, kter{ uspéli u prijimaci zkousky, ziskali priimérné 65 bodf. Priimérny pocet bodd u
neuspésnych uchazecl byl 35. Kolik procent Zakl uspélo u ptijimacek, jestlize primeér za
vSechny uchazece byl 53 bodu?

Resent: Ptijati Zaci (ozna¢me jejich pocet p) ziskali celkem 65p bodd, nepfijati Zaci (pocet n)
ziskali 35n bodi. VSichni uchazec¢i méli dohromady 65p + 35n = 53(n + p) bodd.

Dostavame: 12p = 18n = p = %n = p% = 0,6. Prijato bylo 60 % uchazec.

Jakou ¢islici ma na misté jednotek cislo 2 01820187

Mocniny ¢isla 2 018 kon¢i postupné cCislicemi 8, 4, 2, 6, 8, 4, ... (Cislice se stale opakuji tak, Ze u
n-té mocniny je na misté jednotek osmicka pron = 4k — 3 (k € N), ctyrka pron = 4k — 2,
dvojka pron = 4k — 1 a Sestka pro n = 4k. ProtoZe Cislo 2 018 je ve tvaru 4k — 2, je ¢islici na
misté jednotek Ctyika.

Je dan rovnobéznik ABCD. Na polopiimce DA leZi
bod P tak, Ze poloprimka PC protina stranu AB
v bodé Q a uhlopricku BD v bodé R. Necht' dale plati:
|[PQ| = 735 mm a |QR| = 112 mm. Ur¢i |RC].
Re$eni: Viimnéme si, Ze 12 _ BR] , IRCl @.

IRc| ~ |DR| “ 847 ~ |DR|
Odtud: |RC|> =847 -112=7-121-7-16 =
= 3082 = |RC| = 308 mm.

Milos dostane na zkousSce 10 otazek, na které lze odpovidat pouze ANO nebo NE. Test je
pripraven natolik fikané, Ze odpovi-li Milo$ na libovolnych pét otdzek ANO a na zbylych pét
otazek NE, bude mit vzdy alespon ¢tyti spravné odpovédi. Zjistéte, kolika zptisoby lze
takovyto test pripravit.?

Reseni: Jistota ¢tyt spravnych odpovédi znamenad, Ze je bud’ aspoii devét odpovédi ANO, nebo
aspon devét odpovédi NE. MozZnosti, jak dat za sebe devétkrat ANO a jednou NE, je 10,
analogicky je 10 moZnosti s deviti NE. JeSté musime pripocist moZnost vSech desiti ANO a
moZznost vSech desiti NE. Dohromady 10 + 10 + 1 + 1 = 22.

Najdi nejmensi prirozené Cislo n, pro které je soucin jeho cifer 60.

Reseni: Protoze 60 = 22 - 3 - 5, ¢islo n musi byt trojciferné. Cislo n = 256.



10.

11.

Obsah plasté pravidelného c¢tyrbokého jehlanu ABCDV, jehoZ podstavna hrana méfi 10 cm je
roven dvojnasobku obsahu podstavy. Urci vysku jehlanu ABCDV.

Reseni: Protoze obsah jedné bo¢ni stény musi byt polovinou obsahu podstavy, je vyska
v tomto trojihelniku 10 cm. Odtud dostaneme vy3ku jehlanu v = 5+/3 cm.

Urci nejvétsi prirozené cislo n, pro které existuje jediné prirozené ¢islo k takové, Ze:
8 n 7
—<—<
15 n+k 13
15

Reseni: 2 < 2« Z 5B S 18 1050 > 56(n + k) > 104n = 49n > 56k > 48n.
15 n+k 13 8 n 7

Praveé jedno k existuje pron = 112 (k = 97), pro vyssi n jiZ ne.

1 1 1 1
2[Vi|+1 + 2[vz]|+1 + 2|V3|+1 ot 2|V99]+1’

Vypocitej soucet:

1 1 1
2[Vi|+1 + 2|vV2|+1 + 2[v3]+1

Podrobné viz Naboj 2009, uloha 21.

Resent: + v F———=3-245-247-24 .. +19-—=9
2|v99]+1 3 5 7 19

Urdi, pro kolik redlnych hodnot parametru a ma rovnice x* + ax + 6a = 0 kofeny (koien)
v oboru celych cisel.

Reseni: Necht x? + ax + 6a = (x —s)(x —t) = 0. Potom s + t = —a, st = 6a. Odtud
dostavame st + 65 + 6t = 0 = (s + 6)(t + 6) = 36. Soucin 36 lze realizovat deseti zpisoby:
(-1)-(—36),(—2) - (—18),(-3) - (—12),(—4) - (—9),(—6) - (—6),1 - 36,... Tomu odpovida i
deset riznych hodnot parametru a.

V pravouhlém trojuhelniku ABC s pravym uhlem pii vrcholu C lezi bod P tak, ze |PB| = 10,
|PC| = 6 a |XAPB| = |&XBPC| = |&CPA|. Ur¢i |PA]|.

Reseni: |PA| = 33. K FeSeni staci vyuzit kosinovou a Pythagorovu vétu...

Urci obsah plochy ohranic¢ené grafem relace

Ix 600 +Iy] = [3]

Reseni: Protoze |y| = |§| — |x — 60| > 0.

Re$eni je znazornéno na obrazku - vrcholy
deltoidu maji souradnice

[48;0],[60; —15],[80; 0] a [60; 15] a jeho
obsah je 32 - 15 = 480.
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Uréi hodnotu vyrazu 3x%y?, jestliZe x ay jsou cela ¢islaa y2+3x2y? = 30x? + 517.

Reseni: Od obou stran rovnice ode¢teme 30x? a vyraz na levé strané rozlozime na souéin:
(3x%2+1) (y?—10) =517 — 10 = 507 = 3- 169 = 3 - 132, ProtoZe x je celé ¢islo, vyraz
3x?% + 1 neni délitelny tfemi, totéZ plati pro délitelnost ¢islem 169. Musi byt tedy:
3x2+1=13ay?—10=3-13 = 39.0dtud: x> = 4,y2 =49 = 3x2y2 =3-.4-49 = 588.

Necht n = 231319 Kolik pFirozenych délitelt n? je mensich neZ n, ale pritom nejsou déliteli n?

Resent: Cislon? = 292338 ma celkem (62 + 1) (38 + 1) déliteld. Rozdélime-li délitele do
dvojic tak, aby jejich souéiny byl n?, je vZdy jeden z dvojice mensi neZ n. Takovych déliteld je
63-39—-1
2
¢isla n?, které jsou mensich neZ n, ale pfitom nejsou déliteli n je tedy 1 228 — 639 = 589.

= 1228. Mezi nimi je ale 32 - 20 — 1 = 639 déliteli n, které jsou mensi nez n. Déliteli

Oplocené obdélnikové pole méri 24 m x 52 m. Zemédélsky vyzkumnik ma 2 018 m plotu,
ktery chce pouZit pro rozdéleni pole na shodné, ¢tvercové testovaci zahony. Celé pole musi byt
rozdéleno a strany ¢tvercti musi byt rovnobézné s okraji pole. Jaky je nejvétsi pocet
¢tvercovych testovacich zahoni, do kterych miZe byt pole rozdéleno pomoci 2 018 m (nemusi
byt pouzita cela délka) plotu?

Reseni: Predpokladejme, Ze v kazdém sloupci mrizky je n ¢tverci, takze v kazdém radku se
. .52 13 o wi o : Y oy .
nachazi 22t = 7 n Ctverctl, Potom 6|n a naSim cilem je maximalizovat hodnotu n. Pricek délky

24 m mame %n — 1, pricek délky 52 m je n — 1. Celkova délka vSech pricek tedy je

24 (§n - 1) +52(n—1) = 104n — 76 < 2018 = n < 222 ~ 20,1 = n < 20. Nejvétsi meni

13

nasobek 6 je 18, maximalni pocet ¢tvercovych zahoni tedy bude %nz == 182 = 702.

Urci nejmensi prirozené cCislo n, jehoZ treti mocnina kon¢i tremi osmickami.

Reseni: Hledané n bude nejméné trojciferné a na misté jednotek bude dvojka. Lze ho tedy psat
ve tvaru 10k + 2, kde k je néjaké prirozené Cislo. Pro jeho treti mocninu dostaneme:

(10k + 2)3 = 1000k3 + 600k? + 120k + 8.

Pro Cislici na misté desitek musi byt 20k + 8 = 88 (mod 100). Na misté desitek tedy stoji
ctyrka nebo devitka. Rozeberme obé moZnosti:

4: Tfet{ mocnina n bude (100k + 42)% = 3(100k) - 422 + 423 = 200k + 88 (mod 1 000).
Nejmensi mozna hodnota k = 4 vede k Cislun = 442.

9: Tfeti mocnina n bude (100k + 92)% = 3(100k) - 922 + 923 = 200k + 688 (mod 1 000).
Nejmensi mozna hodnota k = 1 vede k Cislu n = 192, coz je feSeni nasi ulohy.
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Na intervalu (0; 1) fe$ rovnici: log, 2 - log,, 2 = log,, 2

Resent: x = 27V2 (podrobné na http://www.realisticky.cz/kapitola.php?id=122 - LR IV)

Funkce definovand na mnoziné usporadanych dvojic prirozenych ¢isel spliiuje tyto podminky:
fax)=x flx,y)=f.x)alx+y)f(xy) =yf(xx +y). Urti f(14, 52).

Re$eni: V$imnéme si, Ze f(14,52) = f(14,14 + 38) = 52 - f(14,38) = 38 - f(14,52).

Budeme postupovat tak dlouho, dokud nebudeme moci vyuzit prvni podminku f(x, x) = x.
52 38 52 24

f(14, 52)—— f(14, 38) - = f(14 24) - = f(14 10)—— £(10,14) =
52 14 91
=T FA0 = 4 10)—? S 06 =25 f4D) =91 f2.4) =

=91-2-f(2,2) =912 -2 =364.
(http://artofproblemsolving.com/wiki/index.php?title=1988_AIME_Problems/Problem_8)

Uréi\/2018-2017-2016-2015+1.

Reseni: Pro obecné vyjadreni vyrazu pod odmocninou dostaneme:
\/(n+2)-(n+1)-n-(n—1)+1=\/(n+2)-(n—1)-(n+1)-n+1=

=\/(n2 +n—-2)-n?+n)+1= \/(nz +n)?2—-2n?+n)+1 =\/[(n2 +n)—1]? =
=m*+n)—-1=nn+1)-1.

Pro n =2 016 dostavame 2 016 -2 017 — 1 = 4 066 271.

Ptirozené cislo, u kterého je v kazdé dvojici sousednich ¢islic mensi ta vlevo, nazveme rostouci
Cislo. Kolik existuje rostoucich prirozenych cisel?

Reseni: V nasich ¢&islech se nevyskytuje nula. Z ¢islic 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 v nich mtiZze kazda
byt zastoupena nebo také ne, coz dava 2° = 512 rtiznych kombinaci. KdyZ vylouc¢ime cisla
jednociferna a variantu, ve které neni pouZita Zadna ¢islice, dostavame 512 - 10 = 502 ¢isel.

Obvod utvaru (viz obrazek) je tvoren deviti shodnymi oblouky délky
gn m, piicemz stredy téchto obloukt leZi ve vrcholech pravidelného

Sestitthelniku o strané délky 2 m. Jaky obsah ma vybarvena plocha?

ReSeni:6+/3 +m
http://artofproblemsolving.com/wiki/index.php?title=2012_AMC_10A_Problems/Problem_18



